
~ 4من  1 ~الصفحة 

التالیینعلى كل مترشح أن یختار أحد الموضوعین.
 الموضوع الأول

نقاط04( : التمرین الأول (

N عدد طبیعي غیر معدوم یكتب
5

abcca ویكتب 5في نظام التعداد ذي الأساس
8

bbab في نظام التعداد ذي
.8الأساس

309: یحقق Nبین أنَ )1 15 226a c b .
.bقاسم للعدد 3بین أن العدد )2
3b: أنَ فیما یلي نفرض)3 .

بین أن،  )أ 309 2 60 15a c  .
قاسم للعدد 5استنتج أن العدد)ب 2a  ثم استنتج كلا منa  وc.
.10في نظام التعداد ذي الأساسNالعدد أكتب )ج
 طانق04( :التمرین الثاني(

في المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس المباشر  , ,O u v
 

B,نعتبر النقط AوI التي
2Azلواحقھا على الترتیب ،    ،1Bz i    وIz i.

2zحیث zمن أجل كل عدد مركب    1: نضع'
2

iz i
z

z

 



.z'صورة العدد M'و zصورة العدد المركب Mحیث 

: أن من تحقق) أ-1 1
'

2
i z i

z
z

 



.

تنتمي إلى محور القطعة Mبین أنھ إذا كانت النقطة ) ب AB فان النقطة'M تنتمي إلى دائرة C یطلب
.تعیین عناصرھا 

عین طبیعة) ج E مجموعة النقط M z یكون المستوي بحیثمن'z صرفاتخیلا.

'1:  تحقق من أنَ ) أ-2
2


 


i
z i

z
.

': استنتج أنَ ) ب 2IM AM  وان     , ' , 2
4

u IM u AM


  
   

.

تنتمي إلى الدائرة Mھ إذا كانت النقطة بین أنَ ) ج ذات المركزAفان النقطة 1ونصف القطر'M تنتمي
.إلى مجموعة یطلب تعیینھا 

3ذات اللاحقة Eلتكن النقطة  -3 3
2 2Ez i  .

تنتمي إلى Eبین أن النقطة  )أ  ثم بین أن   , 2
3

u AE



 

.

.Eالمرفقة بالنقطة E'أنشئ النقطة) 2باستعمال نتائج السؤال )ب
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 نقاط05( التمرین الثالث (

نعتبر المتتالیة العددیة  n n
u


0: المعرفة بـ 

1u
5
 ومن أجل كل عدد طبیعيn ،n

n 1
n

2uu
2u 1  

n ،nتحقق أنھ من أجل كل عدد طبیعي -1 1
n

1u 1
2u 1   

.

n ،nبرھن أنھ من أجل كل عدد طبیعي ) أ-2
10 u
2

 

n  ،تحقق أنھ من أجل كل عدد طبیعي)ب n n
n 1 n

n

u 1 2u
u u

2u 1


 


ثم بین أن المتتالیة  n n

u


متزایدة 

ھل )ج n n
u


.متقاربة ؟ عین نھایتھا 

: nنضع من أجل كل عدد طبیعي -3
n

n
n

n

3 uv
2u 1



أثبت أن المتتالیة )أ n n

v


qھندسیة أساسھا  6.

ثم استنتج أن nبدلالة nvأحسب عبارة )ج
n

n n 1

2u
3 2 


nnأحسب ثم 
lim u


.

نقاط07( :لرابعالتمرین ا(

I. نعتبر الدالة العددیةg المعرفة على المجموعة بـ :   
x

x
x

eg x ln e 1
e 1
  


ولیكن  gC تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس O,i, j
 

.

أحسب )1 
x
lim g x


أحسبثم وفسر النتیجة ھندسیا  
x
lim g x


.

x ،بین أنھ من أجل كل عدد حقیقي )2 
 

2x

2x

eg ' x
e 1





وشكل جدول تغیراتھا gثم استنتج اتجاه تغیر الدالة . 

x ،بین أنھ من أجل كل عدد حقیقي )3   x
x

1g x ln 1 e x
1 e


   


.

أحسب ) أ)4   
x
lim g x x 1


     ثم فسر النتیجة ھندسیا.

أرسم )5  و gC.

استنتج اشارة )6 g x عندما یتغیرx في المجموعة.
II.f الدالة العددیة المعرفة على المجموعة بـ :   x xf x e ln e 1 

برھن أن )1 
x
lim f x 1


 أحسب ثم 
x
lim f x


.

x ،بینَ أنھَ من أجل كل عدد حقیقي )2   xf ' x e g x  ثمَ استنتج اتجاه تغیر الدالةf وشكل جدول تغیراتھا

xتحقق أنھَ من أجل كل عدد حقیقي )3
x

x x

1 e
e 1 1 e




 

: أحسبثم 
0

xln 3

1 dx
e 1 .

أحسب )4 
0

ln 3
f x dx





~ 4من  3 ~الصفحة 

r عدد حقیقي موجب تماما و عدد حقیقي حیث 0;.

: نعتبر الأعداد المركبة  0z r cos isin     ، 2
1z r sin icos    و 2z 3 1 i .

1أكتب كلا من الأعداد )1 0z ,z2وz على الشكل المثلثي.
1: بحیث یكون وrعین العددین الحقیقیین ) أ)2 0z z.

بحیث یكون العدد nعيِِ◌َ◌ن عندئذ قیم العدد الطبیعي ) ب
n

0

1

z
z
 
 
 

.حقیقیا 

rنفرض )3 1 و
3


 .

في المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس المباشر  O,u,v
 

التي Cو B,Aنعتبر النقط 
1: لواحقھا  0z ,z 2وz على الترتیب.

مرجح الجملة المثقلة Gلاحقة النقطة Gzعین )أ      A;2 , B;2 , C, 1.

عینَ طبیعة)ب  مجموعة النقطM ، 2من المستوي حیثMA 2MB MC 3  
  

 نقاط04( :التمرین الثاني (
 2المجموعة نعتبر في المعادلة    :  :5 6 3E x y 

)أثبت أنھ إذا كانت الثنائیة ) أ-1 , )x y  حلا للمعادلة E فإنx 3مضاعف للعدد.

استنتج حلا خاصا للمعادلة )  ب E 2ثم حل في المعادلة E.

استنتج حلول الجملة)ج S    :
 
 

1 6

4 5

x

x

  

 

2-a وb عددان طبیعیان حیث:

1 0 00a   0و3في النظام ذو الأساسb   5في النظام ذو الأساس.
 عین و حتى تكون الثنائیة( ; )a b حلا للمعادلة E.

 نقاط40( التمرین الثالث (
في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس O,i, j,k

  
نعتبر النقط    B 6;1;5 ,A 3; 2;2 و

 C 6; 2; 1  و المستوي P : x y z 3 0   
.قائم ABCبرھن أن المثلث )1
برھن أن المستوي )2 P عمودي على المستقیم AB ویمر من النقطةA.
أكتب معادلة دیكارتیة للمستوي  )3 P المستوي العمودي على' AC و المار من النقطةA.
أكتب تمثیلا وسیطیا للمستقیم )4  مستقیم تقاطع كلا من المستویین P و P '.
نعتبر النقطة  ) أ)5 D 0;4; 1 . بین أن المستقیم AD عمودي على المستوي ABC.
.ABCDرباعي الوجوه أحسب حجم)ب

الموضوع الثاني 
نقاط ) التمرین الأول ( 04
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radھو BDCبین أنَ قیس الزاویة )ج
4
.

و المستوي Aثم استنتج المسافة بین النقطة BDCأحسب مساحة المثلث )د BDC
 نقاط80( :التمرین الرابع (

I. نعتبر الدالة العددیةfموعةالمعرفة على المج بـ  :   2 x 1f x x x 1 e   

نسمي  fC المنحني الممثل للدالةf في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس O,i, j
 

.

أحسب ) أ-1 
x
lim f x


: وبینَ أنَ  
x
lim f x


 

x ،بین أنھَ من أجل كل عدد حقیقي )ب   2 x 1f ' x 1 x 1 e   
.وشكل جدول تغیراتھا fاستنتج اتجاه تغیر الدالة )ج
بین أن المستقیم-2  ذي المعادلةy x مقارب مائل للمنحني fCعند ثم أدرس الوضع النسبي للمنحني

 fC بالنسبة إلى .
ن أن المعادلة  بیَ -3 f x 0 تقبل حلا وحیدا ، 1.8حیث 1.9  .
أكتب معادلة دیكارتیة للمماس -4 T للمنحني fC 1عند النقطة ذات الفاصلة.
x ،بینَ أنھ من أجل كل عدد حقیقي -5     x 1f '' x x 1 x 3 e     َثم استنتج أن fC یقبل نقطتي

.انعطاف یطلب تعیینھما 
أحسب-6   f 3 ,f أرسم ثم  0  ، T و fC.
:  التالیة xعدد وإشارة حلول المعادلة ذات المجھول الحقیقيmناقش بیانیا وحسب قیم الوسیط الحقیقي -7

   E : f x x m 

II. نضع من أجل كل عدد طبیعي غیر معدومn ،
1 n x 1

n 0
I x e dx  .

: بـ المعرفة على Gبینَ أنَ الدالة ) أ-1    x 1G x x 1 e    ھي دالة أصلیة للدالةx 1x xe .
.1Iأحسب )ب

: باستعمال المكاملة بالتجزئة بین أنَ ) أ-2 n 1 nI 1 n 1 I     لكل عدد طبیعي غیر معدومn.
.2Iأحسب )ب

الحیز المستوي المحدد بالمنحني مساحةcm²بـأحسب-3 fC و المستقیم  والمستقیمین الذین معادلتیھما:
x 0 وx 1.

 لكم بالتوفیق والنجاح في البكالوریا جوان 2015 مع تمنیاتنا 
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  العلامة   الإجابة
  الموضوع الأول                                                            

   04  التمرين الأول                         

 لدینا :
5

N abcca  و
8

N bbab  

309یحقق :  Nتبیان أنَ  )1 15 226a c b  

  : 4لدینا 3 2 05 5 5 5 5 625 125 25 5N a b c c a a b c c a                أي
626 125 30N a b c   

 : 3 ولدینا 2 08 8 8 8 512 64 8N b b a b b b a b            
577أي   8N b a  
   : 626إذن 125 30 577 8a b c b a    

618اي  30 452a c b         309ومنھ 15 226a c b   

01  

 :bقاسم للعدد 3تبیان أن العدد  )2
  : لدینا 3 103 5 226a c b   

3لدینا :  - 226/ b  3و 226 1   3ومنھ / b ة غوص . نحسب مبرھ  

0 25. 

3bنفرض  )3 . 
تبیان أن :   )أ  309 2 60 15a c   

  : لدینا 3 103 5 226a c b   309ومنھ 15 678a c  

  : 309ولدینا 618 60 15a c   
ومنھ  309 2 60 15a c    

0 75. 

2aیقسم العدد  5استنتاج أن العدد  )ب  : 
  : لدینا   309 2 5 12 3a c   

 5 309 2/ a   5و 309 1   ومنھ 5 2/ a . حسب مبرھنة غوص  

  استنتاج قیمةa  : 
بما أن  5 2/ a   : فان 2 5a k k    

5aولدینا :       : َ2أي أنa .  
 قیمة العدد  استنتاجc: 

309لدینا :  2 15 678c          15ومنھ 678 618c    
4cأي    

2 0 75.
 

 :10 في نظام التعداد Nكتابة العدد  )ج 

   577 3 8 2 1747N     
0 5. 

  نقاط  04 التمرين الثاني  

  : لدینا
1

2

iz i
z'

z

 



2zمن أجل         

أ) التحقق من أنَ :  -1
 1

2

i z i
z'

z

 



 

  : لدینا
 

1
11

2 2 2

i
i z

i z iiz i i i
z'

z z z

 
         

  
  

0 25. 

الشعبة : ریاضیات + تقني ریاضي                                                               �����������������������������������������2015                                          �



2 
 

تنتمي إلى محور القطعة  Mب) تبیان أنھ إذا كانت  AB  فانM'تنتمي الى دائرة C:  

  : لدیناM  تنتمي إلى محور القطعة AB  معناهAM BM 

  : ولدینا
  11

2 2

i z ii z i
z'

z z

   
 

 
1أي     

BM
OM '

AM
  

  1إذنOM '   ومنھM'  تنتمي إلى دائرة C  مركزھا 0 0O 1Rقطرھا ونصف  ;   

0 5. 

تعیین طبیعة المجموعة ج)  E  بحیث یكونz' : تخیلیا صرفا  

 z'  تخیلي صرف معناه 
2

Arg z' k


  

  ومنھ
 1

2 2

i z i
Arg k

z




  
  

 
أي        

1

2 2

z i
Arg i Arg k

z




  
   

 
 

معناه : 
1

2 2 2

z i
Arg k

z

 


  
   

 
ومنھ  

1

2

z i
Arg k

z


  
 

 
  

أي  AM ;BM k
 

  

  المجموعة E المستقیم ھي AB  ماعدا النقطتینA وB. 

     E AB A,B   

0 5. 

أ) التحقق من أنَ :  -2
1

2

i
z' i

z


 


 

  : لدینا
1 1 2 1

2 2 2

iz i iz i iz i i
z' i i

z z z

      
    

  
أي     

1

2

i
z' i

z


 


  

0 25. 

2IMاستنتاج أنَ :  )ب ' AM :  

  : لدینا
1

2

i
z' i

z


 


ومنھ     

1

2

i
z' i

z


 


أي  

1

2

i
z' i

z


 


 

وبالتالي : 
2

IM '
AM

        2ومنھIM ' AM   

0 25. 

  أنَ : استنتاج     2
4

u,IM ' u,AM


  
   

 

لدینا : 
1

2

i
z' i

z


 


ومنھ      

1

2

i
Arg z' i Arg

z

 
   

 
  

أي      1 2Arg z' i Arg i Arg z       ومنھ

     2 2
4

Arg z' i Arg z


      

اي      2
4

u,IM ' u,AM


  
   

  

  
  
0 5.  
  
 

تنتمي إلى الدائرة  Mج) تبیان أنھ إذا كانت النقطة    ذات المركزA  فان النقطة 1ونصف القطر

M' : تنتمي إلى مجموعة یطلب تعیینھا  
  : لدیناM  تنتمي إلى الدائرة   ذات المركزA  1معناه  1ونصف القطرAM  

  : 2ولدیناIM ' AM        

2IMأي   '     ومنھM'  تنتمي إلى دائرة مركزھاI  2ونصف قطرھاR   
   

0 5.  
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:  لدینا -3
3 3

2 2
Ez i   

تنتمي إلى المجموعة  Eتبیان أن النقطة   ) أ : 

  : لدینا

22
3 3 1 3

2 1
2 2 2 2

E AAE z z i
  

          
   

ومنھ       E   

  
0 25.  

  : تبیان أن   2
3

u,AE



 

 : 

لدینا : 
1 3

2 2AE
z i            : وبالتالي

    1 3
2

2 2 3AE
u,AE arg z Arg i k




 
     

 


 
أي       2

3
u,AE




 
  

0 5.  

 :Eالمرفقة بالنقطة  'Eانشاء النقطة   ) ب

'2EEلدینا :       : ولدینا   2
3 4

u,IE'
 

  
 

أي        

   2
3 4

u,IE'
 

  
 

ومنھ          
7

2
12

u,IE'


 
 

  

  

  
  
  

  

0 5.  

  نقاط 05  التمرين الثالث                                                                                

  : 0لدینا

1

5
u     ومن أجل كل عدد طبیعيn  ،1

2

2 1
n

n

n

u
u

u
 


 

n   ،1كل عدد طبیعيالتحقق أنھ من أجل  -1

1
1

2 1
n

n

u
u

  


 
0 25.  

 
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1 لدینا : -

2 2 1 1 1
1

2 1 2 1 2 1
n n

n

n n n

u u
u

u u u


 
   

  
1ومنھ :  

1
1

2 1
n

n

u
u

  


  

، nأ) البرھان على أنھ من أجل كل عدد طبیعي  -2
1

0
2

nu  

نسمي  P n . ھذه الخاصیة  

0nمن أجل  -1  : 0 لدینا

1

5
u           و

1 1
0

5 2
   0أي

1
0

2
u  

اذن  P n  0صحیحة من أجلn .  

نفرض صحة  -2 P n  : َأي نفرض أن
1

0
2

nu   ونبرھن صحة 1P n   نبرھن أي

1 أنَ :

1
0

2
nu  . 

لدینا :  -
1

0
2

nu   0ومنھ 2 1nu   1أي 2 1 2nu     

وبالتالي  
1 1

1
2 2 1nu

 


إذن    
1 1

1
2 1 2nu

    


   

وأخیرا : 
1 1

0 1
2 1 2nu

  


1أي     

1
0

2
nu    ومنھ 1P n  . صحیحة  

حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فان  -3 P n كل عدد طبیعي  صحیحة من أجل n.  

0 75.  

،  nالتحقق انھ من أجل كل عدد طبیعي   ) ب
 

1

1 2

2 1
n n

n n

n

u u
u u

u



 


 

  : لدینا
 2 2

1

1 22 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1
n nn n n n n n

n n n

n n n n

u uu u u u u u
u u u

u u u u


  
     

   
 . 

  تبیان أن المتتالیة n n
u


 متزایدة : 

1nندرس اشارة الفرق :  nu u   

لدینا :  -
 

1

1 2

2 1
n n

n n

n

u u
u u

u



 


 

ولدینا : 
1

0
2

nu   1ومنھ 2 0nu          0أي 1 2 1nu    

وبالتالي :  
1

0 1 2
2

n nu u            

ولدینا :      -
1 1

1
2 2 1nu

 


ومنھ               
 1 2 1

0
2 1 2
n n

n

u u

u


 


 

1أي  - 0n nu u    وبالتالي المتتالیة n n
u


  .متزایدة 

  
  
  

0 25.  
  
  
  
  
  
  
  

0 5.  

دراسة تقارب المتتالیة ج)  n n
u


:  

 n n
u


متزایدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  

1

2
فھي متقاربة وتتقارب من العدد  

1

2
.  

  تعیین نھایة المتتالیة n n
u


: 

1

2
n

n
lim u


  

0 5.  



5 
 

: nلدینا من أجل كل عدد طبیعي  -3
3

2 1

n
n

n

n

u
v

u



 

اثبات أن المتتالیة   ) أ n n
v


 ھندسیة : 

  : لدینا
1

1
1

1

3

2 1

n
n

n

n

u
v

u











  

1
1

1

1

2 6 3
3 3

3 2 1 2 1

2 4 2 12 1 2 1
2 1 2 1

n
n n n

n
n n n

n
n n nn

n n

u u

u u u
v

u u uu
u u








 
 

 
  

   
 

أي  

1 6
2 1

3n n
n

nu

u
v   



 2 1nu


 3
6 6

2 1 2 1

n
n

n

n n

u
v

u u


  

 
ومنھ   n n

v


6qھندسیة أساسھا    

وحدھا الأول 
0

0
0

0

1 1
1

3 15 5
1 32 1 32 1
5 5

u
v

u




    
   

 

    

0 75.  

 : nبدلالة  nvحساب عبارة الحد العام   ) ب

  : 0لدینا

1
6

3
n n

nv v q     

  : َاستنتاج أن
1

2

3 2

n

n n
u





  

لدینا :  -
3

2 1

n
n

n

n

u
v

u



2ومنھ     3nn n n nu v v u   2أي 3nn n n nu v u v  

ومنھ  - 2 3nn n nv u v    : وبالتالي
2 3

n
n n

n

v
u

v



 

إذن : 

1
6

63
1 2 6 3 3

2 6 3
3

n
n

n n n
n n

u
 

  
    

   
 

ومنھ     

6 2 3

2 6 3 3 2 3 2 3 3

n n n

n n n n n n
u


  

       
أي  

1 1

2 2

2 3 3 2

n n

n n n
u

 
 

 
  

  
0 5.   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

0 75.  
  

  حسابn
n
lim u


      : 
1

2 2 1 1

32 3 212 2 2 3
2 2

n n

n nnn n nn

n

lim u lim lim
  

   
           

  

0 5.  

  نقاط 07  التمرين الرابع                                                                                 

I.  : لدینا   1
1

x
x

x

e
g x ln e

e
  


 

 حساب النھایات : )1
  حساب 

x
lim g x


 : 
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   1 0
1

x
x

xx x

e
lim g x lim ln e

e 

 
    

 
لانَ     

 

0
1

0

1 0

x

xx

x

x

x

x

e
lim

e

lim e

lim ln e








 




 


  

0y:  التفسیر الھندسي -   مستقیم مقارب أفقي للمنحني gC  بجوار  

  
  
  

0 25.  
  
  

0 25.  

  حساب 
x
lim g x


 : 

   1
1

x
x

xx x

e
lim g x lim ln e

e 

 
     

 
لأنَ  

 

1
1

1

x x

x xx x

x

x

x

x

e e
lim lim

e e

lim e

lim ln e

 






  

 


  


  
0 25.  

تبیان أنَ  )2 
 

2

2

1

x

x

e
g' x

e





 

  : لدینا 
 

   

2 2 2

2 2

1

11 1

x x x x x x x x x x

xx x

e e e e e e e e e e
g' x

ee e

      
  

 
 

أي  
 

2

2

1

x

x

e
g' x

e





  

0 5.  

  استنتاج اتجاه تغیر الدالةg: 
                                                 x  

  2xe  
   g' x  

  

0 25.  

 : جدول التغیرات 
                                                 x  

   g' x  

0  
  
  
  

  

 g x  

  

0 5.  

x :تبیان أنَھ من أجل كل عدد حقیقي  )3   1
1

1
x

x
g x ln e x

e



   


 

  : لدینا 
1

1
1

1

x
x

x
x

x

e
g x ln e

e
e

e

  
         

 

ومنھ :  

     1
1

1
x x

x
g x ln e ln e

e



   


أي     1

1
1

x

x
g x ln e x

e



   


  

0 5.  
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حساب أ)  )4   1
x
lim g x x


     : 

  : لدینا     1
1 1 1

1
x

xx x
lim g x x lim ln e x x

e


 

 
             

 

ومنھ    1 0
x
lim g x x


       َلان

 

1
1

1

1 0

xx

x

x

lim
e

lim ln e








 

  


 

 : 1المستقیم ذي المعادلة  تفسیر النتیجةy x    مقارب مائل للمنحني gC  عند.  

 
 

0 5.  
 
 
 
 
 

0 25.  

 الرسم : )5
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

  

0 75.  

استنتاج اشارة  )6 g x : 
 
 

                                                 x  

   g x  
0 25.  

II.  : لدینا   1x xf x e ln e  

البرھان أنَ :  )1  1
x
lim f x


 

  نضعxe t     وبالتالي عندماx   : َ0فانt 

إذن    
   

0

1 1
1 1

x

x x

xx x x t

ln e ln t
lim f x lim e ln e lim lim

e t


   

 
      

أي   1
x
lim f x


 

0 25.  

  حساب 
x
lim f x


:    
 1

1 0

x

x x

xx x x

ln e
lim f x lim e ln e lim

e


  


     

0 25.  

x ،تبیان أنھ من أجل كل عدد حقیقي  )2   xf ' x e g x : 

  : لدینا     1 1
1 1

x x
x x x x x

x x

e e
f ' x e ln e e e ln e

e e
    

         
  

 

أي    xf ' x e g x   

0 5.  



8 
 

  استنتاج اتجاه تغیر الدالةf: 

اشارة  f ' x  من إشارة g x  

  
                                               
    

x  

   g x  

  f ' x 

0 25.  

  جدول تغیرات الدالةf: 

    

                                               
    

x  

  f ' x 

1  
  
  

0 

 f x 

0 5.  

:  xالتحقق من أنھ من أجل كل عدد حقیقي  )3
1

1 1

x

x x

e

e e






 
 

  من أجل كل عدد حقیقيx : لدینا
1 1

11 1
1

x

x x
x

x

e

e e
e

e




 

  
 

 

 

  حساب
0

3

1

1xln
dx

e : 

   
0

0 0
3

3 3
3

1
1 2 1

1 1

x
x ln

x xln ln
ln

e
dx dx ln e ln ln e

e e




 


             

أي 
0

3

1
2 4 2 2 2 2

1xln
dx ln ln ln ln ln

e
      

  

 
 
 
 

0 25.   
 
 
 
 
 

0 5.  

حساب  )4 
0

3ln
f x dx

:  بالمكاملة بالتجزئة 

   
0 0

3 3
1x x

ln ln
f x dx e ln e dx

 
    

نضع :   xu' x e      ومنھ  xu x e   

و    1xv x ln e          ومنھ 
1

x

x

e
v' x

e



  

  إذن : 

     
00 0 0

3 3 33
1 1

1

x
x x x x x

xln ln lnln

e
f x dx e ln e dx e ln e e dx

e
  

  
            

أي    
0 0

3 3

3 3

1
2 1

1
ln ln

xln ln
f x dx ln e ln e dx

e


 
    

   

 
0

3

1 4
2 3 1 2 3

3 3ln
f x dx ln ln ln ln



 
      

 
        إذن 

0

3

4
3

3ln
f x dx ln


  

0 5.  
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  : لدینا 0z r cos i sin     ، 1z r² sin icos    و 2 3 1z i  

rحیث       و 0;   

1كتابة الأعداد  )1 0z ,z  2وz : على الشكل المثلثي 

 : لدینا     0z r cos i sin       

1
2 2

z r² cos i sin
 

 
    

       
    

  

2 3 2 6
4 4 4 4

z cos i sin cos i sin
      

       
   

  

3 0 5.  

1بحیث یكون :  و  rتعیین العددین الحقیقیین أ)  )2 0z z 

  : لدینا    0z r cos i sin         

- 1 0z z  معناه

    
2 2

r² cos i sin r cos i sin
 

     
    

            
    

 

ومنھ : 
 2

2

r² r

k k


   





     


أي  

 

0

2 2
2

r² r

k k


  

 


     


  

وبالتالي : 
 

0 1

3
2 2

2

r r

k k


 

  


    


إذن  

  

1

3
0 1

4

r

k k ;


 





  

  

0kمن أجل    : نجد
3

4


    َمقبول لأن ) 0; (  

1kمن أجل    نجد
3

4


  (مرفوض )  

1 0z z        معناه

1

3

4

r










  

0 75.  
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2 

0بحیث یكون العدد  nب) تعیین قیم العدد الطبیعي

1

n

z

z

 
 
 

  حقیقیا : 

  : 0لدینا

21

3 3
1

4 4

3 3
1

2 4 2 4

cos i sin
z

z
cos i sin

 
 

   

    
      

    
    

      
    

 

0

1

3 3 3 3

4 2 4 4 2 4 2 2

z
cos i sin cos i sin

z

       
 
   

            
   

  

  
  

0 25.  

0اي 

1 2 2

n

z n n
cos i sin

z

  
  

 
  

  0إذن

1

n

z

z

 
 
 

0حقیقي معناه  
2

n
sin


        أي

2

n
k


 

وبالتالي :  2n k k   

0 25.  

1rلدینا :  )3  و
3


  

  : 0إذن

1 3

3 3 2 2
z cos i sin i

 
       ،1

3 1

3 3 2 2
z sin i cos i

 
    

مرجح الجملة المثقلة  Gلاحقة النقطة  Gzتعیین   ) أ      2 2 1A; , B; , C; 

  : لدینا
2 2 1

2 2 1

3A B C
G

z iz z
z

   
 

 

3 3i  3i 1 1

3 3 3
i    

0 5.  

تعیین طبیعة المجموعة   ) ب : 

  : 2لدینا 2 3MA MB MC  
  

3معناه   3MG 


 

3ومنھ  3MG   1أيMG   
وبالتالي    ھي دائرة مركزھا النقطةG  1ونصف قطرھاR   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

0 75.  
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لدینا :   5 6 3E : x y   

أ) اثبات أنھ إذا كانت الثنائیة  )1 x; y  حل للمعادلة E  فإنx  3مضاعف للعدد: 

  : 5لدینا 6 3x y   5تكافئ 3 6x y   

أي  5 3 1 2x y   

  : 3لدینا 5/ x  3و 5 1   3  فإن / x  أي حسب مبرھنة غوصx  3مضاعف للعدد  

0 25.  

تعیین حل خاص للمعادلة   ) ب E : 

  3نفرضx   : وبالتالي
5 3 3 12

2
6 6

y
 

    أي الثنائیة 3 حل للمعادلة ;2 E  0 5.  

 حل المعادلة E:  : 5لدینا 6 5 3 6 2x y      5یكافئ 5 3 6 6 2x y      

أي      5 3 6 2: x y     

  : لدینا 6 5 3/ x   6و 5 1   فإن 6 3/ x  . حسب مبرھنة غوص 

أي  3 6x k k    وبالتالي 6 3x k k    

  6من أجل 3x k   نعوض في المعادلة  : نجد   5 6 3 3 6 2k y    

ومنھ  2 5y k k    أي 5 2y k k    

 مجموعة حلول المعادلة : -  6 3 5 2S k ; k ,k     

0 5.  

) استنتاج حلول الجملة : ج 
 

 

1 6

4 5

x
S :

x

  


 
  

 
 
 

1 6

4 5

x

x

  


 
تكافئ  

6 1

5 4

x m

x n

 


 
 

6أي  1 5 4m n    5ومنھ 6 3n m   
6ومنھ :  3n k   وبالتالي              5 6 3 4 30 11x k k k       

0 75.  

لدینا :  -2
3

1 0 00a   و
5

0b    

  تعیین ;   بحیث تكون a;b  حل للمعادلة E: 

5لدینا :  - 4 21 3 3 3 243 81 9 243 90a                

3ولدینا :           2 05 5 5 125 25 126 25b                    

2مع     4و  

  الثنائیة a;b حل للمعادلة E  5معناه 6 3a b  

ومنھ    5 243 90 6 126 25 3       

1215اي  450 756 150 3        306ومنھ 150 1212      

  نجد :3بعد تقسیم الطرفین على العدد
 102 50 404                  وبالتالي   2 4; ;  حل للمعادلة         

 
 
 
 

0 75. 
   

 
 
 
 
 
 

0 75.  
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لدینا :    6 1 5 3 2 2B ; ; ,A ; ;  و 6 2 1C ; ;   والمستوي  3 0P : x y z    

 قائم : ABCالبرھان على أنَ المثلث  )1

لدینا :  - 3 3 3AB ; ;


  ، 3 0 3AC ; ;


و   0 3 6BC ; ; 


 

ولدینا :      3 3 3 3 3AB ² ² ²     و     3 0 3 3 2AC ² ² ²       

و      0 3 6 3 5BC ² ² ²       

BC²إذن :  AB² AC²   المثلث ومنھABC في النقطة قائم A.  

0 5.  

البرھان على أنَ المستوي  )2 P عمودي على المستقیم AB ویمر من النقطةA: 

  : لدینا 1 1 1n ; ;


شعاع ناظمي للمستوي   P 

إذن  -
3 3 3

3
1 1 1
         3ومنھAB n

 
ABأي   n

 
  وبالتالي   AB P 

في معادلة  Aنعوض بإحداثیات النقطة  - P : 3نجد 2 2 3 0     أي A P 

المستوي وبالتالي :  P عمودي على المستقیم AB ویمر من النقطةA  

0 5.  

كتابة معادلة دیكارتیة للمستوي  )3 P' العمودي على المستقیم AC والمار من النقطةA: 

لدینا :  3 0 3AC ; ;


شعاع ناظمي للمستوي  P'وبالتالي معادلة للمستوي P' من

3 الشكل : 3 0x z d    
 نجد : Aنعوض بإحداثیات النقطة  dتعیین قیمة  -

   3 3 3 2 0d      3ومنھd    

وبالتالي معادلة للمستوي  P' :3 3 3 0x z    1أي 0x z    

0 5.  

ـ كتابة تمثیل وسیطي ل )4  مستقیم تقاطع المستویین P و P': 

  : لدینا
3 0

1 0

x y z

x z

   


  
أي           

3 0

1

x y z

x z

   


 
وبالتالي  

1 3 0

1

z y z

x z

    


 
إذن :  

1

2 2

x z

y z

 


  
 

zنضع :  - t  : وبالتالي   
1

2 2

x t

: y t ; t

z t

 


    
 

  

0 5.  

أ) تبیان أن المستقیم  )5 AD  عمودي على المستوي ABC 

  : لدینا 0 4 1D ; ;  وبالتالي 3 6 3AD ; ; 


 إذن :

-      3 3 6 3 3 3 18 18 0AD.AB        
 

ADومنھ     AB
 

 

-      3 3 6 0 3 3 9 9 0AD.AC         
 

ADومنھ    AC
 

 

المستقیم وبالتالي  - AD  عمودي على المستوي ABC  

0 5.  



 

5 

 :ABCDحساب حجم رباعي الوجوه   ) ب
1

3
ABCD ABCv S AD             

لدینا :  -
3 3 3 2 9 6

2 2 2
ABC

AB AC
S

 
    و

     3 6 3 54 3 6AD ² ² ²       

أي  -
1 9 6

3 6 27
3 2

ABCDv uv                       27ABCDv uv  

0 5.  

ھو  BDCتبیان أنَ قیس الزاویة   ) ج
4
rad


: 

لدینا :  - 6 3 6DB ; ;


و  6 6 0DC ; ;


 

وبالتالي :  6 6 3 6 6 0 36 18 54DB.DC         
 

  

ولدینا :  - DB.DC DB DC cos DB,DC  
     

 

 81 72DB.DC cos DB,DC  
   

أي  

  54 1 2

29 6 2 2
cos DB,DC   



 
ومنھ              45BDC    

0 5.  

   :BDCد) حساب مساحة المثلث 

- 1 1 2
9 6 2 27

2 2 2
BDCS DB DC sinBDC us         

والمستوي  Aاستنتاج المسافة بین النقطة  - BDC:  

لدینا :      1 1
27 27

3 3
ABDC BDCv S d A, BCD d A, BCD        

ومنھ    27
3

1
27

3

d A, BDC  


               3d A, BDC   

0 5.  

    

����������������   نقاط  �08

I� ��������    11 xf x x x² e    

حساب أ)  )1 
x
lim f x


: 

-     11 x

x x
lim f x lim x x² e 

 
       َلان  : 

1

11

x

x

x

x

x

lim e

lim x² e

lim x

 



 





  



   


 

  

0 25.  

  : َتبیان أن 
x
lim f x


 : 

:   لدینا    1 1
1 x

xx x x

x²
lim f x lim x x² e lim x

e e
 

  

          
  

0 25.  
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أي  
2 1 1 1
x xx x

x
lim f x lim x

e e e e 

 
       

 
لأن  

2

0

1
0

xx

xx

x
lim

e

lim
e









 


� �

x :أجل كل عدد حقیقي تبیان أنھ من   ) ب   
2 11 1 xf ' x x e   : 

  : لدینا       1 1 11 2 1 1 2 1x x xf ' x xe x² e x x² e                

 وبالتالي :     
21 11 2 1 1 1x xf ' x x² x e x e           

0 5.  

 : fاستنتاج اتجاه تغیر الدالة   ) ج
                                                      x  

   
2 11 xx e   

   f ' x  
  

0 25.  

 : جدول التغیرات 
                                                      x  

   f ' x  

  
  
  

 

 f x 

  

0 5.  

أنَ المستقیم  تبیان )2   ذي المعادلةy x  مقارب مائل لـ fC  عند: 

  : لدینا

      1 1 11 0x ² x x

x x x
lim f x x lim x x² e x lim x e e     

  
          

ومنھ    مستقیم مقارب مائل للمنحني fC  عند  

0 25.  

  دراسة الوضعیة النسبیة للمنحني fC  بالنسبة إلى المستقیم : 

لدینا :      1 11 1x xf x x x x² e x x² e            

إذن   0f x x   ومنھ fC  یقع تحت المستقیم  من أجل كل عدد حقیقيx  

0 5.  

تبیان أن المعادلة  )3  0f x   تقبل حلا وحیدا  1حیث 8 1 9. . : 

  لدیناf  مستمرة ورتیبة تماما على المجال  1 8 1 9. ; .  

ولدینا      1 8 11 8 1 8 1 8 1 0 11.f . . . ² e .       

     1 9 11 9 1 9 1 9 1 0 03.f . . . ² e .                  وبالتالي   1 8 1 9 0f . f .   

حسب مبرھنة ال قیم المتوسطة المعادلة   0f x   تقبل حلا وحیدا  1حیث 8 1 9. . . 

  

0 5.  
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كتابة معادلة دیكارتیة للمماس  )4 T  للمنحني fC  1عند النقطة ذات الفاصلة: 

    1 1 1y f ' x f      

 1 1 1 2y x x             أي  2T : y x   

  

0 5.  

تبیان أنَ  )5     11 3 xf '' x x x e    : 

 لدینا  :           
21 1 12 1 1 1 2 1x x xf '' x x e x e x e x               

أي      11 3 xf '' x x x e    .  

  

  َاستنتاج أن fC : یقبل نقطتي انعطاف 

جدول إشارة  - f '' x: 

            3                  1                                       x  

                  0                  0            f '' x  

 
  المشتقة الثانیة f '' x  1تنعدم من أجل القیمتینx   3وx   مغیرة إشارتھا إذن

النقطتین      3 3 1 1B ; f ,A ; f  نقطتي انعطاف للمنحني fC 

  

01  

حساب  )6   3 0f , f:      23 3 9 1 65 0 2 71f e . , f e .       

  الرسم : 
  

  
  

  
  
  
  
  
  
01  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

المناقشة البیانیة لحلول المعادلة :  )7 f x x m  

  ھي فواصل نقط تقاطع المنحني fC  مع المستقیم ذي المعادلةy x m   الموازي لكل من

 T و  .  

  إذا كان m ; e   . المعادلة تقبل حلا وحیدا سالبا 

  إذا كانm e    معدوما .المعادلة تقبل حلا وحیدا 
  إذا كان 0m e;  . المعادلة تقبل حلا وحیدا موجبا 

  إذا كان 0m ;  . المعادلة لیس لھا حلا  

  
  
  
  
  
0 5.  
  
  

II.  من أجل كل عدد طبیعي غیر معدومn  : نضع
1

1

0

n x
nI x e dx   

بـ :  المعرفة على  Gأ) تبیان أنَ الدالة  -1    11 xG x x e     ھي دالة أصلیة للدالة

g حیث  1xg x xe   على المجموعة: 

  : لدینا

       1 1 1 1 1 11x x x x x xG' x e x e e xe e xe g x                       

  .على  gدالة أصلیة للدالة  Gومنھ 

0 5.  

 : 1Iحساب ) ب

  : لدینا  
1 11 1 0

1 00
1 2 2x xI xe dx x e e e e               

0 25.  

تبیان أنَ أ)  -2 1 1 1n nI n I     

  : لدینا
1

1 1
1 0

n x
nI x e dx  
   

نضع :    1nu x x   ومنھ   1 nu' x n x        

ونضع :   1xv' x e         ومنھ  1xv x e    

وبالتالي :    
1 111 1 1 1 1

1 00 0
1n x n x n x

nI x e dx x e n x e dx       


          

ومنھ :    
1

1
1 0

1 1 1 1n x
n nI n x e dx n I 
          

0 5.  

 :2Iحساب   ) ب

   2 11 1 1 1 2 2 2 5I I e e           
0 25.  

حساب المساحة للحیز المستوي المحدد بالمنحني  -3 fC والمستقیم  والمستقیمین الذین

1معادلتیھما  0x ,x : 

     
1 1 1

1 1

0 0 0
1 1x xS y f x dx x x x² e dx x² e dx                

أي 
11

2 1 1 1
2

0 0 0

x x xS x e dx e dx I e              

   2 5 1 3 6 2 15S e e us e cm² . cm²        

0 5.  

  

  

    و اح   bac 2015 أذ ادة 
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