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 الموضوع الأول

 (طنقـ  40 ) : ولالتمرين الأ

,𝑜)  المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس االفضاءفي  𝑖  ⃗, 𝑗 , 𝑘⃗ )  نعتبر النقط  𝐻(1 ,1 , 0) , 𝐵(0 , 2 , −1) , 𝐴(2 , 1 , 2)  

𝑡         :المعرف بثمثيله الوسيطي  (∆)  والمستقيم ∈ ℝ       {
𝑥 = −2 + 6𝑡      
𝑦 = 1 − 2𝑡         
𝑧 = 4𝑡                 

    

 .(AB)  وسيطيا  للمستقيم لااكتب تمثي (1

 .ينتميان الى نفس المستويلا   (∆)  و  (AB)  نأبين  (2

 .(∆)  ويوازي(AB)    قيمتالمستوي الذي يشمل المس  (P)  ليكن (3

, 𝑛⃗ (1   تحقق أن الشعاع (أ 5 ,  . (P)ناظمي للمستوي     (1

 .(P) كتب معادلة ديكارتية للمستويا  (ب

  .(∆) و المستقيم (P) يوأحسب المسافة بين المست  جـ(

 .[AB]  للقطعة  (Q)  المحوري للمستويرتية اديكثم جد معادلة   [AB]  منتصف  القطعة  I  النقطةعين احداثيات ( 4

M𝐴2−M𝐵2:     من االفضاء بحيث   M مجموعة النقط  (Γ)لتكن ( 5 = 2 

   .(Γ)  ثم استنتج طبيعة المجموعة (Γ)  لىإتنتمي   H  النقطة تحقق أن  -    

 ط(نقـ  40) : لثــانيلتمرين اا

56  أنتحقق  (1 ≡ 52016   و استنتج   [7]1 ≡ 1[7]   

S𝑛   نضع  𝑛  من أجل كل عدد  طبيعي (2 = 1 + 5 + 52 + ⋯+ 5𝑛 

𝑛  :   4S𝑛من أجل كل عدد طبيعي   هبين أن  (أ = 5𝑛+1 −  .بينهما اليان فيمأو   5𝑛  و   S𝑛  واستنتج أن  1

4S𝑛. بين أن   𝑎ليكن العدد الصحيح   (ب ≡ 𝑎[7]  ذا كانإذا وفقط إ  S𝑛 ≡ 2𝑎[7] . 

4S2015   أن بينجـ(  ≡  .7  على  S2015  واستنتج باقي قسمة   [7]0

 . S𝑛قاسم لـ  7 معدوم بحيث يكونغير 𝑛اصغرعدد طبيعي عين   (د

5𝑛𝑥    : (𝐸)المعادلة   ℤ2في نعتبر , معدومغير طبيعيد عد 𝑛ليكن ( 3 + S𝑛𝑦 = , 5)تحقق أن    .1    (𝐸) حل للمعادلة  (4−

 .(𝐸)المعادلة  ℤ2ثم حل في     

 
4من  1   الصفحة     



 ط(نقـ  50) : لثلثــالتمرين اا

, 0 [  عدد حقيقي من المجال 𝜃ليكن  (1 𝜋 [   و𝑧 عدد مركب , 𝑃(𝑧) كثير حدود معرف بمايلي : 

𝑃(𝑧) = 𝑧3 − (1 − 2𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧2 + (1 − 2𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧 − 1 

 . 𝑃(𝑧) جدر لـ  1تحقق أن  (أ

𝑃(𝑧):         بحيث   𝑎  ,𝑏عين العددين الحقيقين  (ب = (𝑧 − 1)(𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏) 

𝑃(𝑧)    :المعادلة    ℂ  حل فيجـ(  = 0 

,𝑜)ومتجانس  معلم متعامدمنسوب إلى مركب ال المستوي  (2 𝑢 ⃗⃗  ⃗, 𝑣 )  النقط , ولتكن 𝐴   ,𝐵  ,𝐶    لواحقها𝑧𝐴    ,𝑧𝐵    ,𝑧𝐶                  

𝑧𝐴    :حيث  الترتيب على  = 1      ,     𝑧𝐵 = −𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃       و𝑧𝐶 = −𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃      

 على الشكل المثلثي ثم على الشكل الأسي .  𝑧𝐴    ,𝑧𝐵    ,𝑧𝐶اكتب   (أ

 .  𝐴حتى يكون قائم في   𝜃ثم عين قيمه   𝐴𝐵𝐶حدد طبيعة المثلث  (ب

 . 𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث   𝐺 لاحقة  𝜃جـ( عين بدلالة  

,𝑀(𝑥مجموعة النقط   (Γ)د( عين   𝑦)  من المستوي التي تحقق‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 3‖𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ 

  نفرض  (3
3𝜋

4
 𝜃 )حتى يكون   𝑛, عين قيم العدد الطبيعي    =

𝑧𝐵

𝑧𝐶
)
𝑛

 . حقيقيا  

  نقـط( 07) : لرابعلتمرين اا

I)   الدالة نعتبر𝑔 1−[  المعرفة على , 𝑔(𝑥)   بـ :  ]∞+ = 𝑥2 + 2𝑥 + 𝐿𝑛(𝑥 + 1)  

 .ثم شكل جدول تغيراتها  𝑔ادرس اتجاه تغير الدالة   (1

, 1−[المجال على  𝑔(𝑥)   ثم استنتج اشارة 𝑔(0)أحسب  (2 +∞[  . 

II)     الدالة لتكن𝑓 1−[ل  المعرفة على المجا ,    : كما يلي  ]∞+
𝐿𝑛(𝑥+1)

𝑥+1
 𝑓(𝑥) = 𝑥 −  (𝐶𝑓) ,   البياني في المعلم  تمثيلها 

,𝑜)والمتجانس  المتعامد        𝑖  ⃗, 𝑗 ). 

 نهايات عند حدود مجال التعريف.الأحسب  (1

, 1−[  المجال من  𝑥  أنه من أجل كل عدد حقيقي بينأ(  (2    : يكون  ]∞+
𝑔(𝑥)

(𝑥+1)2
 𝑓′(𝑥) = 

  وشكل جدول تغيراتها.  𝑓  استنتج اتجاه تغير الدالة ب( 

𝑥  كان  ذاإاستنتج أنه جـ(  ∈ [0 , 𝑓(𝑥)   نإف   [4 ∈ [0 , 4]. 

𝑦  ذو المعادلة (∆)  بين أن المستقيمد(     = 𝑥  مقارب مائل للمنحنى   (𝐶𝑓)  ثم أدرس وضعية(𝐶𝑓) بالنسبة الى (∆). 

 .(𝐶𝑓)  و المنحنى (∆)  أرسم كلا من المستقيم ( 3

𝑥  والمستقيمين اللذين معادلتاهما (∆)  و المستقيم  (𝐶𝑓)  لمنحنىاأحسب مساحة الحيز المحدد ب(  4 = 𝑥  و   0 = 1 . 

 (III (𝑈𝑛) على المجموعة متتالية معرفة  ℕ     :بما يلي𝑈0 = 𝑈𝑛+1  و   4 = 𝑓(𝑈𝑛)   من أجل كل عدد طبيعي  𝑛. 

 .  𝑈0   ,𝑈1  ,𝑈2  , 𝑈3  كل من  مثل على حامل محور الفواصل  (∆)  والمستقيم  (𝐶𝑓)  باستعمال المنحنى (1

𝑛  :    0 أنه من اجل كل عدد طبيعي بالتراجع بين نابرهباستعمال ال (2 ≤ 𝑈𝑛 ≤ 4 

  . ∞+  عند  𝑈𝑛  نهايةمتناقصة استنتج أنها متقاربة ثم أحسب   (𝑈𝑛)  يةلبين أن المتتا (3

4من  2   الصفحة     



 لثانيالموضوع ا                                                    
 

 نقـط(  04 ) : ولالتمرين الأ

  :بـ معرفة  ال (𝑈𝑛)  متتاليةاللتكن 
1

4
 𝑈0        :  𝑛  و من أجل كل عدد طبيعي    =

3𝑈𝑛+2

𝑈𝑛+4
 𝑈𝑛+1 = 

     : 𝑛  حتى يكون من أجل كل عدد طبيعي  𝑏و   𝑎الحقيقيين عين العددين  (1
𝑏

𝑈𝑛+4
 𝑈𝑛+1 = 𝑎 + 

𝑛      −2بين أنه من أجل كل عدد طبيعي  أ( باستعمال البرهان بالتراجع  (2 < 𝑈𝑛 < 1 

 . ℕ متزايدة تماما على (𝑈𝑛)  برهن أن المتتالية  ب(

 ؟ متقاربة (𝑈𝑛)هل المتتالية  (ـج    

𝑉𝑛         : كما يليالمعرفة  (𝑉𝑛)لتكن المتتالية ( 3 = 
𝑈𝑛+2

1−𝑈𝑛
 . 𝑛من أجل كل عدد طبيعي  

 . وحدها الأول يطلب تعيين أساسها هندسية (𝑉𝑛)بين أن المتتالية  (أ    

 . 𝑛  بدلالة  𝑈𝑛ثم استنتج   𝑛  بدلالة  𝑉𝑛كتب ا ب(   

  : حسب المجموعا (ـج   
1

𝑉0
+

5

𝑉1
+

52

𝑉2
+ ⋯+

5𝑛

𝑉𝑛
  𝑆𝑛 = 

 نقـط(  04 ) : ثانيالتمرين ال

,𝑜)  نعتبر في الفضاء المنسوب الى معلم متعامد ومتجانس 𝑖  ⃗, 𝑗 , 𝑘⃗ )  النقط  𝐴(1 , 4 , −5 )  ,  𝐵(3, 2, −4 ) ,  

𝐶(5, 4, ,𝐷(−2   و   ( 3− 8, ,𝑢⃗ (1  و الشعاع   ( 4 5, −1 ). 

𝑥 بين أن (1 − 2𝑧 − 11 =  . (ABCهي معادلة ديكارتية للمستوي )   0

 .  𝑢⃗و يوازي   𝐷الذي يشمل النقطة    (𝑇)للمستقيم  اوسيطيحدد تمثيلا  (2

𝑥المستوي ذو المعادلة :  (𝑃)ليكن  (3 − 𝑦 − 𝑧 − 7 = 0    

}  : تمثيله الوسيطي  (∆)  يتقاطعان وفق مستقيم  (𝑃)و  ( ABCبين أن المستويين   ) (أ
𝑥 = 11 + 2𝑡                   
𝑦 = 4 + 𝑡            𝑡 ∈ 𝑅 
𝑧 = 𝑡                               

 

 .ليسا من نفس المستوي   (∆)و  (𝑇)قيمين تبين أن المس (ب

,𝐸 (3تعطى النقطتان  أ( (4 0, ,𝐹(−3 ,و    (4− 3, 𝐸تحقق أن   (5 ∈ 𝐹و   (∆) ∈ (𝑇) . 

⃗⃗.𝑀𝐸  من الفضاء التي تحقق   M(x, y, z)مجموعة النقط  (Γ)عين ب(  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗  = 𝛼    مع𝛼   . عدد حقيقي 

 . [EF]المستوي المحوري للقطعة   (Γ)  حتى يكون  𝛼  ج ( عين قيمة    

 نقـط(  50 ) : لثثاالتمرين ال

𝑃(𝑧):   حيث  𝑧  للمتغير المركب   𝑃(𝑧)  كثير حدود نعتبر = 𝑧3 + (√3 − 𝑖)𝑧2 + (1 − 𝑖√3)𝑧 − 𝑖     

 تخيلا صرفا يطلب تعيينه .  جذرايقبل   𝑃(𝑧)أن   بينأ(  (1

𝑃(𝑧) حيث     𝑏و    𝑎   الحقيقيينعددين العين ب(      = (𝑧 − 𝑖)(𝑧2 + 𝑎 𝑧 + 𝑏)  حل في ثم ℂ   المعادلة  𝑃(𝑧) = 0 . 

,𝑜)المستوي المركب منسوب الى معلم  (2 𝑢 ⃗⃗  ⃗, 𝑣 ) نعتبر النقط .و متجانس متعامد  C , B , A  ذات اللواحق على الترتيب: 

4من  3   الصفحة     



    ,      𝑍𝐴 = 𝑖  −
√3

2
+

𝑖

2
      𝑍𝐵 =    ,       𝑍𝐶 =   𝑍𝐵 

,  C  بين أن النقطأ(  B , A  تنتمي الى دائرة  (𝐶)  .يطلب تعيين مركزها ونصف قطرها 

 .معين  OABC  بين أنب(     

نضع (3
1

2
+ 𝑖

√3

2
   𝑍1 𝑍𝑛 حيث  A𝑛لواحق النقط   A1  . 𝑍𝑛لاحقة النقطة = = (𝑍1)

𝑛 لتكن النقطة وA0 1 العدد المركب صورة. 

,  A2  ثم مثل النقط  𝑍2   حسبا (أ     A1  ,  A0  في المعلم (𝑜, 𝑢 ⃗⃗  ⃗, 𝑣 )  ,    الوحدة(2 𝑐𝑚) 

 .(𝐶)   تنتمي الى الدائرة   A𝑛  النقط  𝑛  من أجل كل عدد طبيعي هبين أن ب(   

−)   : برهن أن (ـج   
1

2
+ 𝑖

√3

2
)  𝑍𝑛+1 −  𝑍𝑛 = ( 𝑍1)

𝑛 

𝑍𝑛+1  استنتج طويلة د(      −  𝑍𝑛   ثم المسافة  𝐴𝑛𝐴𝑛+1   أن المثلثات   ثم أثبت  𝑂𝐴𝑛𝐴𝑛+1ضلاع.متقايسة الأ 

′𝑍    : حيث  ′Z  ذات اللاحقة  ′Mالنقطة  Z  لاحقتهاM  التحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة𝑓 نعتبر (4 = (1 − 𝑖√3)𝑍 + 𝑖√3 

 .واذكر عناصره المميزة 𝑓عين طبيعة التحويل  أ(    

  .𝑓  بالتحويل  𝑂𝐴1𝐴2 المثلث نشئ صورة اعين و ب(    

 نقـط(  07 ) : لرابعالتمرين ا

  (I 𝑔 دالة معرفة على  ℝ   : بــ    𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥−2 + 1 − 𝑥      

 .وشكل جدول تغيراتها  𝑔 درس اتجاه تغيرالدالة ا (1    

 .ℝ  على 𝑔(𝑥)  شارةإاستنتج  (2    

(II العددية الدالةنعتبر  𝑓   علىالمعرفة  ℝ   بما يلي:   
𝑥

𝑒𝑥−2  𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1 +   

(𝐶𝑓) متعامد ومتجانس المنحنى الممثل لها في مستو مزود بمعلم  (𝑜, 𝑖  ⃗, 𝑗 )    وحدة الطول(1 𝑐𝑚). 

 حسب النهايات عند حدود مجال التعريف.ا أ( (1

𝑦ذو المعادلة    (𝑑)  ثبت أن المستقيما ب(            = 𝑥 −  .   ∞+ دعن  (𝐶𝑓)مقارب مائل للمنحنى    1

 .(𝑑)بالنسبة إلى   (𝐶𝑓)جـ( ادرس وضعية             

    𝑥   من  ℝ  :ه من أجل كل أن اثبت (2
𝑔(𝑥)

𝑒𝑥−2 𝑓′(𝑥)  .وشكل جدول تغيراتها  𝑓  ثم استنتج اتجاه تغيرالدالة   =

0,1   حيث  𝛼  حدة فاصلتهاانقطة ويقطع حامل محور الفواصل في   (𝐶𝑓)بين أن المنحنى أ(  ( 3 < 𝛼 < 0,2 

 يطلب تعيين احداثياتها.  𝐼انعطاف  نقطة يقبل   (𝐶𝑓) ثبت أن المنحنى ب( ا         

 . (𝑑)  الذي يوازي المستقيم  (𝑇)  مماسعين معادلة الجـ(          

 .(𝐶𝑓)و   (𝑇),  (𝑑)  رسما (4

=      : شارة حلول المعادلةإو ددع  𝑚  ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي (5 𝑚 + 1 
𝑥

𝑒𝑥−2 

ℎ(𝑥):  حيث  ℝ  على ℎ  دالة أصلية للدالة 𝐻 عينأ( باستعمال المكاملة بالتجزئة  (     6 = 𝑥𝑒2−𝑥   والتي تنعدم عند𝑥 = −1 . 

𝑥   والمستقيمين  (𝑑)  والمستقيم  (𝐶𝑓)  المنحنىب المحددمساحة الحيز   𝐴  حسباب(    = 𝑥   و   2 = 0 . 

4من  4   الصفحة     



 

 الحل النموذجي و سلم التنقط

 2017كالوريا التجريبي ب                                                                                       الشعبة : تقني رياضي       

 الموضوع الأول 

 
 نقاط ( 04التمرين الاول ) 

1-  
  (AB)التمثيل الوسيطي للمستقيم  (أ

 {
𝑥 = 2 − 2 𝛼
𝑥 = 1 +  𝛼   
𝑧 = 2 − 3𝛼 

,      𝛼 ∈ 𝑅 

,𝑢⃗ (∆)(6,−2   (ب   (∆)شعاع توجيه (4

  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  غير مرتبطين لأن   ∆ 𝑢⃗ و  ⃗ 

  
6

−2
 ≠

−2

1
 

 ندرس التقاطع

 {
2 − 2 𝛼 =  −2 + 6𝑡
1 +  𝛼  = 1 − 2𝑡    
2 − 3 𝛼 = 4𝑡           

 

𝑡نجد  = 2 

 ( نجد1بالتعويض في الجملة )

{
𝛼 = −4 
𝛼 = −4 
𝛼 = −2  

     تناقض                 

 
و   (𝐴𝐵) ليس وحيد اذن المستقيمان     𝛼ومنه
 غير متقاطعان فهما ليسا من نفس المستوي (∆)

 
2-  (𝑃)  يشمل (𝐴𝐵)معناه   (∆)  ويوازي 

 (𝑃)ناظمي  للمستوي  𝑛⃗  (1 ,5 ,1)   تحقق انأ( 

  𝑛⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 
 𝑛⃗ .  𝑢∆⃗⃗⃗⃗ = 0 

 (𝑃) : معادلة المستويب( 

 𝑛⃗   ناظمي لـ(𝑃)  معناه 

(𝑃):   𝑥 + 5𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 

𝐴 بما أن   ∈ (𝑃) معناه : 

  2 + 5(1) + 2 + 𝑑 = 0 

   𝑑 = −9 

  ومنه
(𝑃):    𝑥 + 5𝑦 + 𝑧 − 9 = 0 

 (∆)  و  (𝑃) حساب المسافة بين  (ج
 

𝑑((∆), (𝑃)) =
|−2+6𝑡+5(1−2𝑡)+4𝑡|

√12+52+12
 

𝑑((∆), (𝑃)) =
√3

3
 

 [𝐴𝐵]منتصف  𝐼 احداثيات -3

 𝐼 (1,
3

2
 ,

1

2
 ) 

 [𝐴𝐵]المحوري للقطعة (𝑄) معادلة المستوي 
  −2𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 + 𝑑 = 0 

(𝑄) يشمل النقطة𝐼 

                                𝑑 = 2 

 : ومنه معادلة المستوي المحوري هي

 (𝑄) : − 2𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 + 2 = 0 

4- 𝑀𝐴2 − 𝑀𝐵2 = 2          
 :معناه  (Γ)تنتمي إلى  𝐻التحقق أن النقطة 

𝐻𝐴2 = 5 
𝐻𝐵2 = 3 
𝐻𝐴2 − 𝐻𝐵2 = 5 − 3 = 2 

∋ 𝐻   ومنه  ( Γ)     
 : حيث  (Γ) طبيعة المجموعة

𝑀𝐴2 − 𝑀𝐵2 = 2 

(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 2 

(2 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗) (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)) = 2 

𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 1 
 تكافئ

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐼⃗⃗ ⃗⃗ ) = 1 

 تكافئ 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗.𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 𝐻𝐼⃗⃗ ⃗⃗  = 1 
 

∋ 𝐻 بما أن (Γ)    معناه𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 𝐻𝐼⃗⃗ ⃗⃗  = ومنه نعوض  1

   : نجد

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ .𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 1 = 1 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ .𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗و  𝐻هي المستوي الذي يشمل (Γ) وبالتالي  شعاع   ⃗ 
 ناظمي له 

 
 نقط ( 04التمرين الثاني )

1-  
 56 = 15625 
 56 ≡ 1 [7] 

 7على   5𝑛   ندرس بواقي قسمة

50 ≡ 1[7]     , 51 ≡ 5[7]     , 52 ≡ 4[7] 
53 ≡ 6[7]     , 54 ≡ 2[7]     , 55 ≡ 3[7] 
56 ≡ 1[7]  

𝑘دورية و دورها  = 6𝑛 
56 ≡ 1[7] 
52016 ≡ 56𝑛 ≡ 1[7] 
2016 = 6 × 336 = 6𝑛 

 
2- 𝑆𝑛 = 1 + 5 + 5² + …+ 5𝑛         

4𝑆𝑛و    𝑛 بين أن من أجل كل عدد طبيعيأ(  = 5𝑛+1 
 لذلك نحسب

𝑆𝑛 = 1 + 50 + 51 + 5 × 5…5𝑛  
   و أساسها1 مجموع حدود متتالية هندسية حدها الاول 

𝑞 = 5 

𝑆𝑛 = 1(
5𝑛+1 − 1

5 − 1
) 
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 و منه 

  4𝑆𝑛 = 5𝑛+1 − 1 

4𝑆𝑛                                             لدينا = 5𝑛+1 − 1 

5تكتب على الشكل × 5𝑛 − 4𝑆𝑛 = 1                           
    
5بحيث (4- ,5) يوجد    × 5𝑛 − 4𝑆𝑛 = 1                     

𝑆𝑛 , 5𝑛ومنه  أوليان فيما بينهما   

4𝑆𝑛  بين اذا كان ب(  ≡ 𝑎 [7]  فإن  𝑆𝑛 ≡ 2𝑎 [7] 
 لدينا 

4𝑆𝑛 ≡ 𝑎 [7] 

 2نضرب في 
8𝑆𝑛 ≡ 2𝑎 [7] 
8 ≡ 1 [7] 

𝑆𝑛                             ومنه ≡ 2𝑎 [7] 
 

 العكس :
𝑆𝑛     بين أنه إذا كان ≡ 2𝑎 [7]4       فان 𝑆𝑛 ≡ 𝑎 [7] 

 لدينا 

 𝑆𝑛 ≡ 2𝑎 [7] 
 4 العددنضرب في 

4𝑆𝑛 ≡ 8𝑎 [7] 

8𝑎 ≡ 𝑎 [7] 

4 𝑆𝑛 ≡ 𝑎 [7] 

𝑆2015 4         : بين أنجـ(  ≡ 0 [7]     

52016نجد 1 باستعمال السؤال ≡  و منه [7] 1

 4 𝑆2015 ≡ 52016 − 1 [7]               

52016 − 1 ≡ 0 [7] 

 4 𝑆2015 ≡ 0 [7]               

 7على  𝑆2015 استنتج باقي قسمة 

 لدينا حسب ما سبق:

 4 𝑆2015 ≡ 0 [7]               
 فان

 𝑆2015 ≡ 2 × 0 [7]               
 0هو العدد  7ومنه باقي قسمة على  

  𝑆𝑛 قاسم لـ   7 حيث يكون 𝑛عين اصغر عدد طبيعي د( 

𝑆𝑛معناه:               ≡ 0 [7] 
 

5𝑛+1 − 1 ≡ 0 [7] 

5𝑛+1 ≡ 1 [7] 

5𝑛+1 ≡ 50 [7] 

𝑛 + 1 = 0,    𝑛 = −  مرفوضة    ,1− 1  

𝑛 + 1 = 6,    𝑛 =  وهو المطلوب        ,    5

𝑆𝑛 =
5𝑛+1 − 1

4
 

 هي : (𝐸) حلول المعادلة  -3
(𝑥, 𝑦) = (𝐾𝑆𝑛 + 5  , −𝐾 × 5𝑛 − 4)   ,      𝐾 ∈ ℤ 

 

 (نقط 50 )التمرين الثالث   

1-  
𝑃(1)                                         أ( = 0 

 ب(

{
𝑎 = 2 cos 𝜃
𝑏 = 1             

 

 حلول المعادلة هي:ج( 

𝑺 = {𝟏;  − 𝒄𝒐𝒔(𝜽) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏(𝜽) ;− 𝒄𝒐𝒔(𝜽) −  𝒊 𝒔𝒊𝒏(𝜽)} 

 : المثلثيالشكل أ(  -2
𝑍𝐴 = cos 2𝜋 + 𝑖 sin 2𝜋 
cos  (𝜋 − 𝜃) = −cos 𝜃 
sin  (𝜋 − 𝜃) = sin 𝜃 
𝑍𝐵 = cos(𝜋 − 𝜃) + 𝑖 sin  (𝜋 − 𝜃) 
𝑍𝐶 = 𝑍𝐵

̅̅̅̅  
𝑍𝐶ومنه   =  cos(−𝜋 + 𝜃) + 𝑖 sin  (−𝜋 + 𝜃) 

 :الشكل الأسي

𝑍𝐴 = 𝑒2𝑖𝜋 
𝑍𝐵 = 𝑒𝑖(𝜋−𝜃) 

𝑍𝐶 = 𝑒𝑖(−𝜋+𝜃) 
  ABCطبيعة المثلث    (ب

|𝐴𝐶| =  ⌈𝑍𝐶 − 𝑍𝐴⌉ = √2 + 2 cos 𝜃 

|𝐴𝐵| =  ⌈𝑍𝐵 − 𝑍𝐴⌉ = √2 + 2cos 𝜃 

 متساوي الساقين  المثلث ومنه

 : Aقائم في   ABCحتى يكون المثلث  𝜃نعين 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗الجداء السلمي    ⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = θنجد   0 = 
𝜋

2
 

𝑍𝐺                                جـ(    =
𝑍𝐴+𝑍𝐵+𝑍𝐶

3
   

𝑍𝐺 =
1−2 cos𝜃

3
    

 حيث : (Γ)المجموعة د( 

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 3‖𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ 

= 𝑀𝐺                                                معناه  𝑀𝑂 

مركز ثقل   𝐺حيث  [𝑂𝐺]محور القطعة  (Γ)ومنه 

 𝐴𝐵𝐶المثلث 

 حتى يكون :   n قيم العدد الطبيعي -3

(
𝑍𝐵

𝑍𝐶
)
𝑛

=  cos
𝑛𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝑛𝜋

2
 

(
𝑍𝐵

𝑍𝐶
)
𝑛

cos حقيقيا معناه  
𝑛𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝑛𝜋

2
 حقيقيا 

𝑠𝑖𝑛                                                      أي
𝑛𝜋

2
= 0 

                                                       ومنه
𝑛𝜋

2
= 𝑘𝜋  

𝑛و بالتالي:       = 2𝑘       مع𝑘 ∈ 𝑁       
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 نقط( 70) التمرين الرابع
I.  

 المشتقة: (1

𝑔′(𝑥) = 2(𝑥 + 1) +
1

𝑥 + 1
 

[من المجال   𝑥حقيقي كل عددمن أجل  − 1, +∞[ : 
𝑔′(𝑥) > 0 

   متزايدة تماما  ومنه الدالة 
 جدول التغيرات:

 

−1                                + ∞  𝑥 

+ 𝑔′(𝑥) 
 

𝑔(𝑥) 

 

𝑔(0)  حساب (2 = 0 :  

𝑔(𝑥) اشارة:  > 𝑥لما  0 ∈]0, +∞[ 
  𝑔(𝑥) < 𝑥لما  0 ∈] − 1, 0[ 

II.  
 النهايات: (1

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ ; lim
>

𝑥→−1

𝑓(𝑥) = +∞ 

  𝑥 =  مستقيم مقارب   1−
2)  

 حساب المشتقة: (أ

𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

(𝑥 + 1)2
 

ومن ثم الدالة  𝑔(𝑥)  هي من اشارة  𝑓′(𝑥)   (ب

  𝑓 ومتناقصة تماما على ]∞+,0]تماما على   متزايدة 
 ] − 1, 0] 

 جدول التغيرات
−1                0              + ∞  𝑥 

+ − 𝑓′(𝑥) 

 
𝑓(𝑥) 

 
0     لدينا: (ج ≤ 𝑥 ≤ 4  

,0] متزايدة تماما على المجال 𝑓 بما أن الدالة         فان[4

𝑓(0) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(4)  : 

0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 4 −
𝑙𝑛5 

5
 ≤ 4 

 
𝑦   (د = 𝑥  :مستقيم مقارب للمنحنى 

lim
𝑥→∞

[𝑓(𝑥) − 𝑥] = 0 

 دراسة الوضعية:
 

 −1               0             + ∞ 𝑥 

− + 𝑓(𝑥) − 𝑥 

 

 الوضعية

 

 (∆)و  (𝐶𝑓) التمثيل البياني  (3

 
 حساب مساحة الحيز (4

𝐴 = ∫(𝑥 − 𝑓(

1

0

𝑥)) 𝑑𝑥 

    = ∫
Ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1

1

0

 𝑑𝑥 

    =
1

2
[[Ln(𝑥 + 1)]2]0

1  

    =
1

2
(Ln(2))²     

III.     
 باستعمال البرهان بالتراجع: (2

𝑛نتحقق من أجل  = 𝑈0    لدينا :  0 = 4       

0 ≤  𝑈0 ≤ 4 

0نفرض أن: ≤  𝑈𝑛 ≤ 4 

,0]بما أن الدالة متزايدة على المجال  فان:  [4

𝑓(0) ≤  𝑓(𝑈𝑛) ≤ 𝑓(4) 

0 ≤  𝑓(𝑈𝑛) ≤ 4 

0( جـ( فان:  2حسب النتيجة  ≤  𝑈𝑛+1 ≤ 4 

0   فان: 𝑛ومنه من أجل كل عدد طبيعي  ≤  𝑈𝑛 ≤ 4 

 𝑥من أجل كل  متناقصة لأن (𝑈𝑛)المتتالية (3

  ]∞+,0]من

𝑓(𝑥) − 𝑥 ≤ 0 

   𝑛 :  طبيعيو بما أن من أجل كل عدد 

   0 ≤  𝑈𝑛 ≤ 4 

𝑓(𝑈𝑛) فان: − 𝑈𝑛 ≤ 𝑈𝑛+1 أي   0 − 𝑈𝑛 ≤ 0   

متناقصة و محدودة من الاسفل (𝑈𝑛) لدينا المتتالية  

 فهي متقاربة   0بالعدد
 حساب 

lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛 

 متقاربة ومنه:    (𝑈𝑛)المتتالية
lim

𝑛→+∞
𝑈𝑛+1 = lim

𝑛→+∞
𝑈𝑛 = 𝑙 

 
= 𝑈𝑛+1و بما أن     𝑓(𝑈𝑛) 
 

[مستمرة على المجال 𝑓والدالة  − 1,  فان:  ]∞+
𝑓(𝑙) = 𝑙 

𝑓(𝑙)ومنه  − 𝑙 = 0 
𝑙  و حسب ما سبق =  بالتالي   0

lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛 = 0 
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 نقاط ( 04التمرين الاول ) 

1-  

  
1

4
 𝑈0 =  ;             

3𝑈𝑛+2

𝑈𝑛+4
 𝑈𝑛+1 = 

 : في  bو   aتعيين 

   𝑈𝑛+1 = 𝑎 +
𝑏

𝑈𝑛+4
  

 و منه : 

𝑈𝑛+1 =
𝑎(𝑈𝑛 + 4) + 𝑏

𝑈𝑛 + 4
 

{
𝑎 = 3          
4𝑎 + 𝑏 = 2

            {
𝑎 = 3      
𝑏 = −10

 

  

𝑈𝑛+1 = 3 −
10

𝑈𝑛 + 4
 

2-  
 باستعمال البرهان بالتراجعأ( 

−2 < 𝑈𝑛 < 1 
 نتحقق:

𝑃(0) :   − 2 < 𝑈0 < 1 
 نفرض:

   −2 < 𝑈𝑛 < 1 

𝑛نبرهن أنها صحيحة ن أجل + 1  
 

 لان: 𝑁متزايدة تماما على  𝑈𝑛المتتالية ب( 

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 =
−(𝑈𝑛 − 1)(𝑈𝑛 + 2)

𝑈𝑛 + 4
 

𝑈𝑛 أن  وبما − 1 < 𝑈𝑛  فإن 0 <  و  1

 𝑈𝑛 + 2 > 𝑈𝑛  فإن 0 >  فان 2−

𝑈𝑛)−وعليه فان: − 1)(𝑈𝑛 + 2) > 0: 

𝑈𝑛ولدينا  كذلك  + 4 >  نإومن ثم ف   0

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛 > 0 

متقاربة لأنها متزايدة و محدودة من  (𝑈𝑛)( المتتالية ـج

 1الأعلى بالعدد 

متتالية هندسية أساسها (𝑉𝑛)  ( أ(3
5

2
𝑈0وحدها الأول    = 3 

𝑉𝑛             ب(      = 3 × ( 
5

2
)
𝑛

      

𝑈𝑛 =
3×(

5

2
)
𝑛
−2

1+3×(
5

2
)
𝑛                                                            

 ج( حساب المجموع:  
𝑉0 = 3 

𝑉1 = 3 × (
5

2
) 

𝑉1 = 3 × (
5

2
)

2

 

. 

𝑉𝑛 = 3 × (
5

2
)

𝑛

 

 نعوض نجد :

𝑆𝑛 =
1

3
(1 + 2 + 22 + ⋯+ 2𝑛) 

𝑆𝑛 =
1

3
(2𝑛+1 − 1) 

 نقط (  04) لتمرين الثانيا
 

1) 𝐴 ∈ (𝐴𝐵𝐶) ;  𝐵 ∈ (𝐴𝐵𝐶) ;  𝐶 ∈ (𝐴𝐵𝐶)     

2) {
𝑥 = 𝑘 − 2                              
𝑦 =  5𝑘 + 8             𝑘 ∈ ℝ  
𝑧 = −𝑘 + 4                           

                   

3)  

}    نحل الجملة   أ( 
𝑥 − 2𝑧 − 11 = 0
𝑥 − 𝑦 − 𝑧 − 7 = 0

 

  :ندرس التوازي ب( 

𝑢⃗ (1,5,−1)  ,𝑣 (2,1,1)  , 
2

1
≠

1

5
و  (𝑇) ومنه    

 .متوازيانغير  (∆)

 :ندرس التقاطع معناه نحل الجملة

            {
2𝑡 + 11 = 𝑘 − 2
𝑡 + 4 = 5𝑘 + 8
𝑡 = −𝑘 + 4   

 

 

𝑘 نجد 2في المعادلة    𝑡نعوض  = ثم نعوض في     0

𝑡  نجد   3 المعادلة =  1ثم نعوض هذه القيم في المعادلة 4

19نجد :   =  و هذا مستحيل.  2−

 .ليسا من نفس المستوي  (∆)و  (𝑇 )إذا  

 أ( -4

E  ∈ ( ∆) ⇔ {
3 = 11 + 2 𝑡
0 = 4 + 𝑡      
−4 = 𝑡           

 

}                                                وحيد 𝑡  نجد 
𝑡 = −4
𝑡 = −4
𝑡 = −4

  

                   F∈ (𝑇) ⇔ {
−3 = 𝑘 − 2
3 = 5𝑘 + 8
5 = 4 − 𝑘

 

  

{
𝑘 = −1
𝑘 = −1
𝑘 = −1

 وحيد 𝑘  نجد  

6𝑥−:  (Γ)ب(  + 3𝑦 − 9𝑧 + 54 − 𝛼 = 0 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗و هي معادلة ديكارتيه للمستوي الذي شعاعه الناظمي   ⃗ . 

𝐼جـ(  (0,
3

2
,
1

2
 . [𝐸𝐹] منتصف القطعة  (

I ∈ (Γ)   بعد التعويض نجد𝛼 = 63  
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 نقاط ( 50)  ثالثالتمرين ال
𝑃(𝛼𝑖)أ(      (1 = 0 

𝛼نجد  = 𝑃(𝑖)منه  و 1 = 0 
 ب(          

 {𝑎 = √3
𝑏 = 1   

 

 
 حلول المعادلة هي:

{𝑖; 
−√3 − 𝑖

2
; 
−√3 + 𝑖

2
} 

 
 أ(  نحسب: (2

 |𝑍𝐴| = |𝑍𝐵| = |𝑍𝐶| = 1 

,𝐴ومنه النقط     𝐵, 𝐶   المبدأ تنتمي الى دائرة مركزها 𝑂  

   1 ونصف قطرها

 نبين أن

{𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑂𝐴 = 𝑂𝐶
 

 معين 𝑂𝐴𝐵𝐶ومنه الرباعي 

 أ( حساب  (3

𝑍2 = 𝑍1² = −
1

2
+

𝑖√3

2
 

 التمثيل البياني 

 : ب(باستعال البرهان بالتراجع

𝑛من أجل  نتحقق : = 0  :𝑂𝐴0 = 𝐴0ومنه  1 ∈ (𝐶)  

𝐴𝑛 نفرض أن : ∈ (𝐶) ونبرهن أن𝐴𝑛+1 ∈ (𝐶)  أي

𝑂𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 لدينا  1 ∈ (𝐶)معناه : 

  |𝑍𝑛| = |𝑍1
𝑛| = |𝑍1|

𝑛 = 𝑂𝐴𝑛أي 1 = 1 

𝑂𝐴𝑛+1 = |𝑍1
𝑛+1| = |𝑍1

𝑛| × |𝑍1| = 1 

 (𝐶)تنتمي الى الدائرة  𝐴𝑛+1ومنه النقط 

 ( نبرهن أن:ـج

𝑍𝑛+1 − 𝑍𝑛 = 𝑍1
𝑛+1 − 𝑍1

𝑛 

                     = 𝑍1
𝑛(𝑍1 − 1) 

                     = 𝑍1
𝑛(−

1

2
+

𝑖√3

2
) 

 د( 
|𝑍𝑛+1 − 𝑍𝑛| = 1 

 المسافة:
𝐴𝑛 𝐴𝑛+1 = |𝑍𝑛+1 − 𝑍𝑛| = 1 

   𝑛لدينا من أجل كل عدد طبيعي 
𝑂𝐴𝑛 = 𝑂𝐴𝑛+1 = 1 

 و 
𝐴𝑛 𝐴𝑛+1 = 1 

 . متقايسة الأضلاع 𝑂𝐴𝑛𝐴𝑛+1و منه المثلثات 
ذات   𝐴0مباشر مركزه النقطة  تشابه  𝑓أ(  (4

−وزاويته 2  نسبته1  ةاللاحق
𝜋

3
 

 𝑂′𝐴′1𝐴′2 هو المثلث 𝑂𝐴1𝐴2صورة المثلث ب( 
 حيث 

 

𝑂′ = 𝑓(𝑂)     ,       𝑂′(0, √3)      

𝐴1
′ = 𝑓(𝐴1)    ,      𝐴1

′ (2, √3)      

𝐴2
′ = 𝑓(𝐴2)    ,     𝐴2

′ (1, 2√3)    

 

 نقاط ( 70)  رابعالتمرين ال

I. 1  :نحسب المشتقة ) 𝑔′(𝑥) = 𝑒𝑥−2 − 1 
 جدول التغيرات:

−∞              0             + ∞  𝑥 

+ − 𝑔′(𝑥) 
 

𝑔(𝑥) 

𝑔(𝑥)  :             اشارة  (2            ≥ 0 
II.  

 النهايات: (  أ(1

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

 ب(        
lim

𝑥→+∞
(𝑓(𝑥) − 𝑦) = 0 

 (𝑑) بالنسبة الى   𝐶𝑓وضعية جـ(        

−∞             0              + ∞ 𝑥 

+ − 𝑓(𝑥) − 𝑦 

 

 الوضعية

𝑓′(𝑥)   :          (  حساب المشتقة2       =
𝑔(𝑥)

𝑒𝑥−2 

متزايدة  𝑓اذن الدالة  𝑔(𝑥)من اشارة  𝑓′(𝑥)ومنه اشارة 

 𝑅   تماما على

 جدول التغيرات:

−∞                              + ∞  𝑥 

+ 𝑓′(𝑥) 
 

𝑓(𝑥) 

 
𝑓(𝑥)( أ( معناه نحل المعادلة :     3       = 0 

 .باستعمال مبرهنة القيم المتوسطة

𝑓′′(𝑥)   ب( نحسب المشتقة الثانية               = 0 

,𝐼(2يقبل نقطة انعطاف    𝐶𝑓اذن المنحنى 3) 

 هي:(𝑑)الذي يوازي  (𝑇)جـ( معادلة المماس           

𝑦 = 𝑥 − 1 + 𝑒 

 التمثيل البياني  (5
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 أسفل  أعلى 

 يقطع

0 

(𝑻) 

(𝑪𝒇) 

(𝒅) 

  7 / 6 

  



 

 

 

 

 

0.5 

 

 

 

 

 

 

0.5 

 

 

 

 

 

 

 

 

0.5 

𝑓(𝑥)        :المناقشة البياينة (5 = 𝑥 + 𝑚  

 𝑚 <  قبل حلا واحدا سالبا ت  المعادلة1− 

 𝑚 =  المعادلة تقبل حلا و هو معدوم 1− 

  −1 < 𝑚 <  𝑒 −  حلين موجبين تماما 1

 𝑚 =  𝑒 −  حلا واحدا موجبا 1

 𝑚 =  𝑒 −  ليس لها حلول 1

 أ( باستعمال  المكاملة بالتجزئة نضع : (6

𝑈(𝑥) = 𝑥   و𝑉′(𝑥) = 𝑒2−𝑥 

𝐻(𝑥) = (−𝑥 − 1)𝑒2−𝑥 

 :  𝐴حساب ب( 

𝐴 = ∫ (𝑓(𝑥) − 𝑦 )𝑑𝑥
2

0

 

𝐴 =  ∫
𝑥

𝑒𝑥−2 𝑑𝑥
2

0

= ∫ 𝑥𝑒2−𝑥 𝑑𝑥
2

0

 

𝐴 = [𝐻(𝑥)]0
2 

𝐴 = 𝐻(2) − 𝐻(0) 

𝐴 = (𝑒2 − 3) 𝑐𝑚² 
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